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摘要 John Tate 在 1950 年的博士毕业论文“Fourier analysis in number fields and
Hecke’s zeta functions” 为数论研究提供了全新的方法. 这篇学位论文将跟随他

在局部域及 Adèles 环上搭建框架, 应用 Schwartz-Bruhat 函数的傅立叶变换及

Poisson 求和公式得到整体二次剩余符号的互反律, 随后将其与二次 Hilbert 符号

的互反律联系起来, 最终推出代数数论语言下整体域上的二次互反律. 这篇学位

论文的最后一章将用代数数论语言下的二次互反律推出 Gauss 二次互反律及函

数域上类似的二次互反律的表达式.
ȱਢϹ: 局部域、整体域、Adèles 环、Schwartz-Bruhat 函数、缓增广义函数、傅

立叶变换、傅里叶逆变换公式、Poisson 求和公式、二次互反律

Abstract John Tate’s doctoral thesis in 1950, titled “Fourier analysis in num-
ber fields and Hecke’s zeta functions”, has provided brandnew methodology to
the field of number theory. This dissertation will follow his settings on local
fields and Adèles ring to enable Fourier analysis of Schwartz-Bruhat functions,
and use Poisson summation formula to get reciprocity law of global quadratic
residue symbol. Guaranteed that, we will be able to prove the reciprocity law
for quadratic Hilbert symbol, which leads us to the result of the quadratic reci-
procity law on global fields in the language of algebraic number theory. In the
last chapter of this dissertation, we will use the result to deduce Guass quadratic
reciprocity law and a similar version of that on function fields.
Keywords: Local Fields, Global Fields, Adèles Ring, Schwartz-Bruhat Func-
tion, Tempered Distribution, Fourier Transform, Fourier Inversion Formula, Pois-
son Summation Formula, Quadratic Reciprocity Law
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ǉĂˇ ɽΡ

在这篇学位论文中, 我们通过在局部域上搭建傅立叶分析的框架, 并将整体域 K 离

散地嵌入 AK 中得到 Z ⊂ R 的类比 K ⊂ AK . 通过在 AK 上整体地定义傅立叶变换得

到其上的 Schwartz-Bruhat 函数成立 Poisson 求和公式:
∑

κ∈K

f(κ) =
∑

κ∈K

f̂(κ).

利用这个关键结论及傅立叶变换的技术得到整体域上二次互反律.
ǭȗ뻭 如果 π,ϖ ∈ K 生成两个不同的奇位置, 那么有

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
=

∏

v

(π,ϖ)v,

其中 v 跑遍所有的偶位置或无限的位置, (−,−)v 为 Hilbert 符号.
如果 π 生成一个奇位置 v, α ∈ o 在 ov 中为单位, 那么

(α
π

)

2
=

∏

v

(π,α)v,

其中 v 跑遍所有的偶位置或无限的位置, 也跑遍所有使得 α 在 ov 中不为单位的奇位

置.
可以看出定理的陈述类似于 Gauss 二次互反律, 不过使用了代数数论的语言.
第二章将介绍分析基础, 即在一般的局部紧 Abel 群上进行傅立叶分析的方法, 涉

及测度、积分、傅立叶逆变换公式的成立及 Poisson 求和公式.
第三章介绍如何在 Adèles 环上做傅里叶分析. 首先介绍局部域和整体域的基本知

识, 在局部域上进行傅立叶分析所需的特征、测度以及将 R 上 Schwartz 函数及缓增广

义函数的性质向局部域上推广. 随后将局部域上特征、测度、函数拼起定义在 Adèles 环

上, 并且证明 K ⊂ AK 离散, 得到 Poisson 求和公式.
第四章进入证明, 定义二次指数分布函数 Sa(x), 其类似于 e−πix|z|2 , 部分地在傅立

叶变换下不变, 作用了傅立叶变换后得到与二次剩余符号相关的局部积分数 γ(a). 通过

Sa(x), γ(a) 的性质与 Poisson 求和公式得到整体二次剩余符号的互反律, 而二次剩余符

号在局部与二次 Hilbert 符号等同, 故而得到二次 Hilbert 符号的互反律. 最终, 通过分

类讨论得到 Legendre 符号与二次 Hilbert 符号表征的整体域上二次互反律.
第五章作为整体域上二次互反律的应用, 将推出 Gauss 二次互反律及函数域上类

似的二次互反律的表达式.
在这篇学位论文中可以看出, 将分析方法引入数论研究的巨大妙用.
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ǉȕˇ ǕƢԺ׼

由于我们将要在 Adèles 环上做傅里叶变换, 因此我们需要知道这样的积分定义在

什么样的结构上, 采用什么测度, 有关 R 上傅里叶变换的结论可以做多大程度的推广.

ǉ 1 Ά ׻ӷვ੧ˌٲ

一般的, 首先我们给出拓扑群的定义. 如无特别说明, e 表示群 G 的单位元.
ǭػ 2.1. (ვ੧׻) 如果有一个群 G, 其上有一个拓扑, 使得群的运算在此拓扑下

连续, 即:
G×G→ G

(a, b) &→ ab

与

G→ G

g &→ g−1

在此拓扑下均为连续映射，则群 G 被称为拓扑群.
观察可以发现, 群 G 关于任何固定元素的左（右）乘法作用是 G 到自身的同胚.
Єʚ 2.2. 对于拓扑群 G 及任何的群元素 g, 以下条件等价:

• U 为开集.

• gU 为开集.

• Ug 为开集.

特别地, 任何元素处的邻域都可以由单位元处的邻域平移得到, 这说明拓扑群局部的结
构处处相同. 更进一步可以证明其为一个齐性 (homogenous) 空间.

对于大多数拓扑空间来说, 满足 Hausdorff 的条件是在其上做分析的基本要求, 对

于拓扑群, 以下命题说明这样的要求是非常自然的.
Єʚ 2.3. 如果 G 是一个拓扑群, 那么以下条件是等价的:

1) G 是 T1 空间.

2



第二章 基本知识 3

2) G 是 Hausdorff 空间.

3) G 的单位元是闭的.

4) G 的每一个点都是闭的.

Єʚ 2.4. 如果 G 是一个拓扑群, H 是 G 的子群, 那么有:

1) 商空间 G/H 是齐性空间, 商映射 ρ : G→ G/H 是开映射.

2) 商空间 G/H 是 T1 的当且仅当 H 是闭集.

3) 如果 H 是正规子群, 那么商空间 G/H 在商群的群作用以及商拓扑下构成一个拓

扑群.

4) 如果 H 是集合 {e} 的闭包, 则 H 自然是正规子群, 那么商空间 G/H 是一个具有

商群结构和商拓扑的 Hausdorff 空间.

我们略去证明, 具体可以参考 [1, 1.3, 1.4]. 这说明对于任何一个拓扑群, 只要商去

{e} 的闭包就自动得到一个 Hausdorff 空间. 因而以下我们只考虑 Hausdorff 的拓扑群,
在此基础上, 进而考虑局部紧 Abel 群:
ǭػ 2.5. 如果一个拓扑空间 X 中每一点都有一个紧邻域,则称 X 为局部紧空间.
ǭػ 2.6. 如果拓扑群 G 是作为拓扑空间是局部紧和 Hausdorff 的, 就称为局部紧

群. 特别地, 如果 G 是一个 Abel 群, 则称为局部紧 Abel 群.
对于局部紧群, 2.4.可以进一步强化.
Єʚ 2.7. 如果 G 是一个局部紧群, H 为其闭子群, 则 G/H 为一个局部紧群.
我们略去证明, 具体可以参考 [4, 1.2.1].
局部紧 Abel 群是很重要的概念, 有理数域 Q, 实数空间 R, 复数空间 C 作为加法

群都是局部紧 Abel 群, 去掉零点作为乘法群也是局部紧 Abel 群. 作为数域推广概念的

整体域也具有相似的结构.

ǉ 2 Ά Haar ԏʇ

Haar 测度是局部紧拓扑群 (不一定是 Abel 的) 上对一般拓扑空间上 Radon 测度

的推广. 这一节证明 Haar 测度在局部紧拓扑群上的存在唯一性, 从中可以感受到分析

方法在抽象代数结构上的妙用. 如无特别说明, G 指一个局部紧的拓扑群.
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2.1 Haar ԏʇ

类似于 Lebesgue 测度的构造, 任何一个集合 X 上都可以抽象地定义可测集, 它们

是 X 的一组子集, 满足 σ− 代数的结构.
ǭػ 2.8. (σ− ͳ̾) 对于一个集合 X 的一族子集 R, 如果它满足以下条件:

• X ∈ R.

• 如果 A ∈ R, 则 A 的补集 Ac ∈ R.

• 如果有一列 An ∈ R(n ! 1), 令

A =
n=1⋃

∞

An,

则 A ∈ R, 则称 R 为一个 σ− 代数.

ǭػ 2.9. (Ļԏ˭ǎ) 一个集合 X 与其上子集的 σ− 代数 R 被合称为可测空间,
记作 (X,R). 特别地, 如果 X 是一个拓扑空间, 那么我们可以考虑含其上所有开集的最
小 σ− 代数 B 组成可测空间,B 中的元素称为称作 Borel 集.
ǭػ 2.10. (ԏʇ) 一个可测空间 (X,R) 上的测度 µ 为函数:

µ : R→ [0,+∞],

满足 µ(
⊔
Ai) =

∑
µ(Ai), 称 (X,R, µ) 为测度空间. 如果 R = B, 则称 µ 为 Borel 测

度.
ǭػ 2.11. (Radon ԏʇ) Radon 测度是在紧集上取值有限的 Borel 测度, 并且

• 在 Borel 集上满足外正则性:µ(E) = inf{µ(U) : U ⊇ E,U为开集},

• 在开集上满足内正则性:µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E,K为紧集}.

ǭػ 2.12. (ːࡡăȻȡ) 一个 Borel 测度 µ 称为左平移不变的, 如果对任何的
g ∈ G, 对任何的 Borel 集 S, 有 µ(S) = µ(gS). 一个 Borel 测度 µ 称为右平移不变的,
如果对任何的 g ∈ G, 对任何的 Borel 集 S, 有 µ(S) = µ(Sg).
ǭػ 2.13. 一个 G 上的左 (右)Haar 测度即为一个 G 上非零的左 (右) 平移不变

的 Radon 测度.
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2.2 ϗœĀǭػ

给定 (X,R, µ), 定义阶梯函数

f =
n∑

i=1

ci Si , ci ∈ C, Si ∈ R, µ(Si) < +∞.

其积分定义为
∫

f =
n∑

i=1

ciµ(Si).

ǭػ 2.14. (ĻԏᎱ̾) 在一个测度空间 (X,R, µ) 上, 如果一个函数 f : X → C
成立

∀S ∈ B(C), f−1(S) ∈ R,

则称为可测函数.
ǭػ 2.15. (ĻϗᎱ̾) 如果有一个可测函数 f 在相差一个零测集的情况下为一

列阶梯函数 fi 的逐点收敛极限, 那么定义
∫

f = lim
i→∞

∫
fi, (2.1)

可以证明这是良定义的, 这样的可测函数被称为可积函数.
可积函数全体按照范数 ∥f∥ =

∫
|f | 组成 Banach 空间 L1(X).

2.3 Urysohn ȗڇ

一个局部紧 Hausdorff 空间满足更好的分离条件, 这是局部紧拓扑群的拓扑性质.
Єʚ 2.16. 如果 G 是局部紧拓扑群，则对于一个紧集 K 和包含它的开集 O, 存

在一个开集 V , 成立
K ⊂ V ⊂ V ⊂ O,其中V是紧的.

满足这样性质的拓扑空间成立 Urysohn 引理.
ȗڇ 2.17. (Urysohn (ȗڇ 对于一个紧集 K 和包含它的开集 O, 存在一个函数

f ∈ Cc(G), 成立

f(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 x ∈ K

t, t ∈ [0, 1] x ∈ O\K

0 x ∈ G\O

其中, Cc(G) 代表 G 上所有连续的, 具有紧支集的函数.
我们略去证明, 具体可以参考 [2, 21.1].
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2.4 Riesz ȪФǭȗ

ǭȗ 2.18. 如果 X 是一个局部紧的 Hausdorff 空间, 给定 Cc(X) 上的正线性泛函

I, 存在唯一一个 X 上的 Randon 测度 µ : B → [0,+∞] 与之对应:

I(f) =

∫

X

fdµ, ∀f ∈ Cc(X). (2.2)

我们略去证明, 具体可以参考 [4, Theorem B.2.2].

2.5 Haar ԏʇԪćީĂȡ

证明的策略是在局部紧拓扑群上用正次线性泛函逼近一个正线性泛函, 这个正次线

性泛函的定义依赖于单位元 e 附近的小邻域, 相当于给小邻域的面积赋值. 可以想像当

邻域越来越小便得到一个线性泛函.
ǭػ 2.19. (Haar వࣧ̾) 对于给定的 φ ∈ C+

c (G), 可以用它覆盖任意的 f ∈
C+

c (G). 记 U = {x : φ(x) >
∥φ∥sup

2 }, 因为 f 的支集是紧的, 则 Suppf ⊂
n⋃

i=1
siU , si ∈ G.

这说明

f "
2 ∥f∥sup
∥φ∥

n∑

i=1

Lsiφ. (2.3)

因此, 定义 Haar 覆盖数为 (f : φ) = inf{
n∑

i=1
ci : f "

n∑
i=1

ciLsiφ, ci > 0, si ∈ G}. 因为对所
有的 f ∈ C+

c (G), ∥f∥sup > 0, 可见覆盖数是一个有限正数.
覆盖数满足一些性质, 如

• (cf : φ) = c(f : φ), c > 0.

• (f : φ) = (Lsf : φ), ∀s ∈ G.

• (f1 + f2 : φ) " (f1 : φ) + (f2 : φ).

• (f : φ) " (f : f0)(f0 : φ).

选定某 f0 ∈ C+
c (G), 利用 Haar 覆盖数的次线性性定义次线性泛函 Iφ(f) =

(f : φ)

(f0 : φ)
.

可以验证其为左不变次线性的, 并且对 f 的取值在区间
[

1

(f0 : f)
, (f : f0)

]
内. 以下引

理表明, 其次线性程度可以被控制.
ȗڇ 2.20. 对于任意的 ϵ > 0, 给定 f1, f2 ∈ C+

c (G), 有 e 的邻域 U , 如果 Suppφ ⊂
U , 则

Iφ(f1 + f2) < Iφ(f1) + Iφ(f2) + ϵ.
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我们略去证明, 具体可以参考 [1, 1.10].
接下来构造一个空间, 利用次线性泛函逼近一个线性泛函. 令

X =
∏

f∈C+
c (G)

[
1

(f0 : f)
, (f : f0)

]
,

采用乘积拓扑使其为紧空间. 将 Iφ 作为
∏

f∈C+
c (G) Iφ(f) 嵌入, 取 e 的紧邻域 U , 得

到相关联的闭集 KU = {Iφ : Suppφ ⊂ U}. 由于

n⋂

i=1

KUi ⊃ K n⋂
i=1

Ui

,

则由2.17.Urysohn 引理可以构造 Iφ0 ∈ K n⋂
i=1

Ui

. {KU} 为一族有限交非空的闭集, 由 X

的紧性, 存在
∏

f∈C+
c (G)

I(f) ∈
⋂
KU , I 即为我们得到的线性泛函.

Єʚ 2.21. 上述定义的 I 为 G 上的一个线性泛函, 由2.18.知其对应一个 G 上的

Haar 测度 µ, 可以证明 µ 在相差一个常数相乘的意义下唯一.
我们略去证明, 具体可以参考 [1, P15-19].

ǉ 3 Ά ԅϗœȔК

拥有群结构的拓扑空间可以做商, 我们讨论商结构和积分的相容性, 为接下来的讨

论做准备.
对于一个局部紧的拓扑群 G 及其闭子群 H, 由2.7., 商群 G/H 也为局部紧的拓扑

群. 如果 H 为闭子群, 对于 f ∈ Cc(G), 固定 x ∈ G, 可以定义 H 上函数 f(xh). 因

为 f ∈ Cc(G), 所以 Suppf(xh) ⊂ x−1Suppf ∩ H 为紧的, f(xh) 显然是连续的, 故而

f(xh) ∈ Cc(H). 因此可以定函数 fH(x) =
∫
H f(xh)dh, 对于 [x1] = [x2] ∈ G/H 有

fH(x1) = fH(x2), fH(x) 也可以看作是在 G/H 上的函数.
ȗڇ 2.22. 这样定义的 fH(x) ∈ Cc(G/H), 并且映射

f &→ fH

为 Cc(G) 到 Cc(G/H) 的满射.
我们略去证明, 具体可以参考 [4, 1.5.1].
ǭȗ 2.23. 如果有一个局部紧的拓扑群 G, H 为其闭子群, 给定 G 上 Haar 测度,

H 上取子测度, 存在 G/H 上唯一的 Haar 测度 ν, 使得对所有的 f ∈ Cc(G) 成立
∫

G

f(x)dx =

∫

G/H

∫

H

f(xh)dhdx, (2.4)

ν 被称作商测度. 事实上, 对于 f ∈ L1(G) 该式仍然成立.
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我们略去证明, 具体可以参考 [4, 1.5.3].

ǉ 4 Ά ໶ƀ࣭Ȼҕ

ǭػ 2.24. (ᾭ̖੟) 局部紧 Abel 群 A 上一个连续的群同态: χ : A → T, T =

{x ∈ C : |x| = 1}, 为 A 上一个酉特征 (Unitary Character), 有些文献也直接称作特征
(Character).

酉特征全体赋予合适的拓扑可以得到一个局部紧 Abel 群.
ǭػ 2.25. (ӷũვ੧) 对于一个局部紧 Abel 群 A, 定义集合

W (K,U) = {χ : ��χ(K) ⊂ U}.

其中, χ 是 A 上酉特征, K 为 A 中紧集, U 为 T 中开集. 则紧开拓扑由所有可能的集合
W (K,U) 生成, 用 Â 表示 A 上赋予了紧开拓扑的酉特征全体.
ͩ 2.1 W (K,U) 在 1 处形成拓扑基, 但一般的, 它们只能成为该拓扑空间的子基

(Subbase), 即, 其有限交全体构成拓扑基.
Â 的群结构为: (χ1χ2)(x) = χ1(x)χ2(x), 可以验证 Â 由此成为一个 Abel 群.
Єʚ 2.26. Â 是局部紧 Abel 群.
我们略去证明, 具体可以参考 [4, 3.2.1].
当 Â 也具有局部紧 Abel 群结构后, 可以得到其上 Haar 测度, 因此可以定义其上

的函数以及积分.
ǭػ 2.27. (ਲϗ) 对于函数 f , g ∈ L1(A), 定义 f ∗ g 为

f ∗ g(x) =
∫

A

f(y)g(x− y)dy. (2.5)

Єʚ 2.28. f ∗ g ∈ L1(A), 并且 f ∗ g = g ∗ f .
我们略去证明, 具体可以参考 [4, 1.6.2,1.6.4].
ǭػ 2.29. (໶ƀ࣭Ȼҕ) 对于 f ∈ L1(A), 其傅里叶变换为一个函数 f̂ : Â→ C:

f̂(χ) =

∫

A

f(x)χ(x)dx. (2.6)

由于 f ∈ L1(A), |χ(x)| " 1, f̂(χ) 总是存在的.
ǭȗ 2.30. (Pontryagin Ţݐ) Pontryagin 映射 δ : A→ ̂̂

A:

x &→ δx,

其中 δx(χ) = χ(x), 构成两个局部紧 Abel 群间同构.
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我们略去证明, 具体可以参考 [4, 3.5.5].
ǭȗ 2.31. (໶ƀ࣭ಅȻҕȔК) 对于一个局部紧 Abel 群 A, dx 为其上 Haar 测

度, 那么存在唯一的 Â 上对偶测度 dχ, 使得如果 f ∈ L1(A), 有 f̂ ∈ L1(A), 那么对于几
乎所有的 x ∈ A, 有

f(x) = ˆ̂f(δx−1) =

∫

Â

f̂(χ)χ(x)dχ. (2.7)

特别的, 如果 f 连续, 那么对所有的 x ∈ A, (2.7) 都成立.
我们略去证明, 具体可以参考 [4, 3.5.8].

ǉ 5 Ά Poisson ̂ŠȔК

Poisson 求和公式反映了一个局部紧 Abel 群 A 与其商群 A/B 的关系, 这里 B 为

A 的一个闭子群.
Єʚ 2.32. 如果有局部紧 Abel 群的正合列

1→ B
i→ A

p→ A/B → 1, (2.8)

那么

1→ Â/B → Â→ B̂ → 1 (2.9)

也是局部紧 Abel 群的正合列.

证明. 这是因为: B⊥ = {χ ∈ Â : χ(x) = 1, ∀x ∈ B} ≃ Â/B. 对任何的 χ ∈ B⊥, 可以定

义 χ̃(xB) = χ(x) 得到 χ̃ ∈ Â/B; 反之也可以从 χ̃ 得到 χ ∈ B⊥.
另一方面, Â/B⊥ ≃ B̂. 这是因为对于 χ · B⊥ ∈ Â/B⊥ 可以得到 χ|B⊥ ∈ B̂; 反之也

可以从 χ ∈ B̂ 得到 χ · B⊥ ∈ Â/B⊥.

ǭȗ 2.33. (Poisson ̂ŠȔК) A 为局部紧 Abel 群, B 是它的闭子群, 对于 f ∈
L1(A), 定义 fB(xB) =

∫
B f(xb)db, fB ∈ L1(A/B). 由于 Â/B ≃ B⊥, 则有 f̂B = f̂ |B⊥ .

如果 f̂ |B⊥ ∈ L1(B⊥), 那么
∫

B

f(xb)db =

∫

B⊥
f̂(χ)χ(x)dχ. (2.10)

我们略去证明, 具体可以参考 [4, 3.6.3].
ૼŔ 2.34. 令 A = R, B = Z, 由于 R 到 R̂ 的映射 φ:x &→ χ(y) = e−2πixy 给出同构

R ≃ R̂, 则可以看出 Z⊥ ≃ Z. 若 f ∈ L1(R), f̂ |Z ∈ L1(Z), 则有
∑

k∈Z

f(x+ k) =
∑

k∈Z

f̂(k)e2πikx. (2.11)



ǉƁˇ Ѥ҄ʕǟ

ǉ 1 Ά ђɆੜȉٲˌੜĀ̖ž

1.1 ػੜȉђɆੜĀǭˌٲ

ǭػ 3.1. 整体域是 Q 的有限扩张或 Fp((t))(p 为素数) 的有限扩张. 我们也称前
者为数域, 后者为整体函数域.

将数域与函数域放在一起考虑是因为它们具有相似的结构:

• 整数环 (ring of integers)O, 通常为 Z, Fp[t] 或 Fp[1/t] 的整闭包 (integral closure).

• 整数环 O 中素理想 p 诱导的不同度量.

ǭػ 3.2. 局部域为 R, Qp 或 Fp((t))(p 为素数) 的有限可分扩张.

1.2 ੜĘĀᄭҲȉȥ͔҄

这一小节引入赋值的定义. 通过不同的赋值, 从整体域出发可以得到许多局部域,
对局部域的研究放在一起就能得到整体域上的信息.
ǭػ 3.3. (ᄭҲ) 设 K 是一个域, 如果 | · | : K → [0,+∞) 成立

1) |x| ! 0, |x| = 0 当且仅当 x = 0.

2) |xy| = |x||y|.

3) |x+ y| " |x|+ |y|.

那么称 | · | 为 K 上一个赋值 (valuation), 也叫做绝对值 (absolute value).
平凡赋值是使得对所有的 x ∈ K, |x| = 0 的赋值，研究这样的赋值意义不大, 本文

接下来谈论的所有赋值都假定为非平凡赋值.
ǭػ 3.4. (ȡ؞М׼ث) 如果一个赋值 | · | 使得 {|n|}n∈N 有上界, 则称该赋值是非

阿基米德的 (nonarchimedean), 否则是阿基米德的 (Archimedean).
Єʚ 3.5. 一个赋值 | · | 为非阿基米德赋值当且仅当满足强三角不等式 (strong

triangle inequality):
|x+ y| " max{|x|, |y|}.

10



第三章 准备工作 11

我们略去证明, 具体可以参考 [5, 3.6]. R, C 上的绝对值或模长即为赋值, 它们具有

阿基米德性, 而一般的赋值不一定具备. 对于非阿基米德赋值 | · |, 令 v(x) = − log |x|,
x ̸= 0, v(0) =∞, 则得到了一个指数赋值 (exponential valuation).
ǭػ 3.6. (ϱ̾ᄭҲ) 如果有一个域 K, v : K → R ∪ {∞} 成立

1) v(x) =∞ 当且仅当 x = 0.

2) v(xy) = v(x) + v(y).

3) v(x+ y) ! min{v(x), v(y)}.

则称 v 为 K 上一个指数赋值. 如果有非阿基米德赋值 | · |, 可以验证 v(·) = − log | · | 为
一个指数赋值, | · | 也称作 v 相伴的乘性赋值 (multiplicative valuation), 写作 | · |v.

对于非阿基米德赋值, 我们统称乘性赋值和指数赋值为赋值, 并可能使用 v 与 | · |v
指代同一赋值.

赋值诱导 K 上的度量 (metric):d(x, y) = |x− y|. 因此一个有非平凡赋值的域 K 不

仅有代数结构, 也因此获得了拓扑结构, 而等价的赋值诱导相同的拓扑.
Єʚ 3.7. K 上两个赋值 | · |1, | · |2 等价当且仅当存在一个实数 s > 0 使得对所有

的 x ∈ K, 有
|x|1 = |x|s2.

我们略去证明, 具体可以参考 [5, Ch2, 3.3].
ǭػ 3.8. K 上一个非平凡赋值的等价类称为 K 上一个位置 (place), 记为 v. 记

| · |v 为其等价类中的某一赋值, Kv 为其完备化. 如果 v 是非阿基米德的, v 本身也可以
作为赋值的符号. 记 K 上所有位置组成的集合为 MK .

因此, 我们可以对一个有赋值的域在每一个位置上做完备化 (completion), 得到一

个完备的域. 由于等价的赋值诱导相同的完备化, 所以 K 上的赋值的等价类与 K 的完

备化一一对应. 事实上, 阿基米德赋值的完备化是很好研究的, 因为我们有以下定理:
ǭȗ 3.9. (Ostrowski) 如果 K 是一个在阿基米德赋值 | · | 下完备的域, 那么存在

一个从 K 到 R 或 C 的同构 σ, 对所有的 x ∈ K 满足,

|x| = |σx|s,

其中常数 s ∈ (0, 1].

我们略去证明, 具体可以参考 [5, Ch2, 4.2]. 这说明任何域在阿基米德赋值下的完

备化在代数和拓扑结构上都同构于 R 或 C.
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1.3 ђɆੜĘĀᄭҲȉȥ͔҄

整体域上赋值与其整数环的素理想相关, 数域上的结论与函数域上的结论可以分别

在 [5] 和 [10] 中找到.
ǭػ 3.10. (Dedekind ђց) 如果一个环是诺特的 (noetherian)、整闭的 (inte-

grally closed)且每个非零素理想都是极大理想, 那么称其为 Dedekind 整环 (Dedekind
domain).
ǭȗ 3.11. 对于一个整体域 K, 其整数环 OK 为一个 Dedekind 整环.
我们略去证明, 具体可以参考 [5, Ch1, 3.1] 与 [10, 5.7].
不同于 UFD, OK 的元素并不能唯一 (相差一个单位 (unit) 的意义下) 分解为素元

(prime element) 的乘积, 但是其理想满足类似的“唯一分解”性质.
ǭȗ 3.12. 对于一个 Dedekind 整环 O, 每一个真理想 a 都可以分解为非零素理

想的乘积, 即
a = p1 · · · pr,

该分解在相差一个置换下唯一.
我们略去证明, 具体可以参考 [5, Ch1, 3.3].
整数环的唯一分解性质说明不同的素理想可以诱导不同的 (非阿基米德的) 赋值,

以 Q 为例.
ૼŔ 3.13. 我们考虑平凡整体域 Q, MQ 中的元素为:

• 所有素理想 (p) 诱导的非阿基米德赋值 vp. vp 满足对于 Q 中的元素 x = pt nm ,
t ∈ Z, (m,n, p) = 1, 有 vp(x) = t.

• 通常的绝对值 | · |, 是唯一的阿基米德赋值.

可以证明这些赋值互不等价, 并且代表了 Q 上全部的赋值, 证明参考 [5, Ch2, 3.7]. Q
在所有非阿基米德赋值上的完备化记作 Qp, 在阿基米德赋值上的完备化即为实数全体
R.

因此, 对于一个数域 K, Z 中的素理想 (p)“上升到”OK 中可能分裂成不同素理想的

乘积, 也即意味着位置 vp 在 OK 可能分裂成不同的赋值.
ǭػ 3.14. 对于整体域扩张 K/k, k 中整数环的素理想 p 满足

pO = Pe1
1 · · ·Per

r ,

Pi 为 O 中不同的素理想. 如果 ei = 1(∀i), 则称 p 对应的位置 v 在 K 中不分歧

(unramified); 反之则称其分歧 (ramified).
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一般整体域上由素理想定义非阿基米德赋值的方式需要引入更多的定义, 但是本质

上与 Q 类似.
对于一个整体域 K, 其在不同赋值上完备化得到的域即为局部域. 由于其在阿基米

德赋值上完备的局部域只有两种结构情况, 因而我们研究的重点是在非阿基米德赋值上

完备的局部域 Kv. 它们有一些相似的结构:

• 赋值环 (valuation ring), 即 Ov = {x ∈ K : v(x) ! 0}. 可以证明 Ov 为一个局部

环, 同时也为主理想整环 (P.I.D).

• 赋值环的唯一极大理想 pv.

• 一致化子 (uniformizer)π, 为 pv 的生成元, 其为一个素元.

• 剩余类域 (redidue (class) field)fv = Ov/pv.

• Ov 中元素 x 的表达式为 uπn, 其中 u ∈ O×
v , n ∈ Z!0.

• Kv 在加法意义下为局部紧 Abel 群, 赋值环 Ov 是一个紧开球.

1.4 Ȣ͔ܪĀᄭҲ

在 Q 的例子中选择的赋值是一类标准定义的赋值, 对于一般的局部域也有标准赋

值.
ǭػ 3.15. (Ȣ͔ܪĀᄭҲ) 对于一个局部域 F , 有正规化的赋值 (Normalized

Valuation)| · |v 如下:

• F ∼= R, | · |v 即为通常的绝对值.

• F ∼= C, | · |v 即为通常的模长的平方.

• F ∼= Kv 是非阿基米德的, 对于 x ∈ Kv, |x|v = (#fv)−v(a).

正规化的赋值在考虑进分析方法后有良好的相容性质.
Єʚ 3.16. 对于一个非阿基米德的局部域 Kv, µ为 Kv 上非平凡的 Haar测度, | · |v

为正规化的赋值, 则对于所有的 x ∈ Kv, S 为一个可测集, 有

µ(xS) = |x|vµ(S). (∗)

在此意义下, | · |v 是唯一的与 Kv 拓扑相容的赋值.
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证明. 显然 x = 0 时成立, 以下假设 x ̸= 0. 记 Kv 上可测集全体为 M. µ : M→ [0,+∞]

为一个 Haar 测度,

µx : M→ [0,+∞]

S &→ µ(xS)

也为一个 Haar 测度. 由 Haar 测度的唯一性, 存在一个与 x 相关的常数 cx 成立 µx =

cxµ. 任取 S 使得 µ(S) ̸= 0, 对于 x, y ∈ Kv 有

cxy =
µxy(S)

µ(S)
=

cxµy(S)

µ(S)
= cxcy.

因此, 映射

K×
v → C×

x &→ cx

为一个群同态. 因为 Ov 是紧的, 由 Haar 测度的定义有 µ(Ov) <∞, 故而

cx =
µ(xOv)

µ(Ov)
,

而

µ(Ov) = [Ov : xOv]µ(xOv) = (#Ov/pv)
v(x)µ(xOv),

这说明 cx = |x|v.
假设有另一赋值 | · |v′ 也使得 (∗) 成立并且与 Kv 的拓扑相容, 那么 | · |v′ 与 | · |v 等

价, 即存在常数 s > 0(s ̸= 0) 使得 | · |sv′ = | · |v. 这说明对于任何的 x ∈ Kv, S ∈M, 有
(
µ(xS)

µ(S)

)s

=
µ(xS)

µ(S)
,

取 v(x) = 1, S = Ov 即知矛盾, 唯一性得证.

1.5 ػੜȉђɆੜĀȔȗ͔ǭˌٲ

在上述讨论中可以利用赋值抽象出局部域和整体域的一些性质, 这些抽象性质完全

刻画了它们.
首先注意到对于非阿基米德的局部域 Kv, 它的正规化赋值 v 满足 v(K×

v ) = Z, 这

是非阿基米德局部域的重要性质.
ǭػ 3.17. (ͼݷᄭҲ) 一个域 K 上的赋值 v 的像集如果有最小正数 s, 则称为离

散赋值.
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在这个情况下, 可以验证 v(K×) = sZ.
ǭػ 3.18. 局部域的另一等价定义是 R, C 或具有有限剩余类域的完备离散赋值

环的分式域 (fraction field of discrete valuation ring with finite residue field).
定义等价的证明参考 [5, Ch2, 5.2].
而对于整体域, 在 Q 的例子中可以看出, 选取正规化的赋值有

∀v ∈MQ, x ̸= 0,
∏

v∈MQ

|x|v =
∏

vp∈MQ

|x|vp × |x| = 1.

这是描述整体域的重要性质.
Єʚ 3.19. (୺ʒȔК) 对于一个整体域 K, 其在每个位置 v 上完备化得到的局部

域记为 Kv, 选取正规化的赋值 v 有乘法公式 (product formula) 成立:

∀x ̸= 0, x ∈ K,
∏

v∈MK

|x|v = 1. (3.1)

ǭػ 3.20. 整体域的另一等价定义是一个至少有一个非平凡赋值的域 K, 其满足
在每个位置 v 上的完备化都为局部域 Kv, 并且正规化的赋值 v 满足乘法公式 (product
formula).

定义等价的证明参考 [8].

ǉ 2 Ά ੜĘ໶Ӑ࣭Ȼҕˌٲ

对于阿基米德的局部域上傅立叶变换的结论我们已经很熟悉, 这一节将在非阿基米

德的局部域上推广.

2.1 ԶѤ̖੟

将局部域看作加法群, 局部域 F 上可以取标准特征 (Standard Character)χF .

• 如果 F0 = R, 则取 χF0(x) = e−2πix.

• 如果 F0 = Qp, 对于 x =
∞∑
n!k

anpn, 0 < an " p− 1, 定义

λF0(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−1∑
n!k

anpn k " −1

0 k ! 0

,χF0(x) = e2πiλF0 (x).
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• 如果 F0 = Fp((t)), 对于 x =
∞∑
n!k

antn, 定义

λF0(x) =

⎧
⎨

⎩

a−1

p k " −1
0 k ! 0

,χF0(x) = e2πiλF0 (x).

• 如果 F 是上述 F0 的有限扩张, 定义

χF (x) = e2πiλF0 (TrF/F0
(x)).

Єʚ 3.21. 对任何局部域 F 上的非平凡特征 χ, 对任何的 a ∈ F , 定义 χa(x) =

χ(ax), 则有局部紧 Abel 群同构 F ∼= F̂ :

Ψ : F → F̂

a &→ χa.

我们略去证明, 具体可以参考 [7, Theorem 4.4].
Єʚ 3.22. 对于一个整体域 K, 其在除了有限个位置上的完备化 Kv 有局部紧

Abel 群同构 Ov
∼= O⊥

v :

Φ : Ov → K̂v/Ov
∼= O⊥

v

a &→ χa,

注意此同构是在命题3.21.的意义下.

证明. 这是由于对于整体域 K/Q 或 Fp(T ) 为有限可分扩张, 只有有限个位置在 K 中

分歧 ([5, Ch1, 8.4]). 对于不分歧的局部域扩张 F/F0, 定义

D−1 = {x ∈ Kv : Tr(xy)在F0的赋值环中, 对所有的y ∈ Ov},

可以证明 D−1 = Ov.
在这些不分歧的位置 v 上, 首先对于 a ∈ Ov, χa 作为 Kv 的特征, χa|Ov = 1 说明

χa ∈ K̂v/Ov.
另一方面, 对任何的 a /∈ Ov, 由于 D = Ov, 总可以选取合适的 b ∈ Ov 使得

χKv(ab) ̸= 1, 由命题3.21.的结论知即意味着 χa /∈ K̂v/Ov. 最后, K̂v/Ov
∼= O⊥

v 由命

题2.32.的证明得到.
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2.2 ԶѤԏʇ

由定理2.31.知道, 给定局部域 F 上一个 Haar 测度 dx, 有唯一的对偶测度 dχ 使得

L1(F ) 上傅立叶逆变换成立:

f(x) = ˆ̂f(δ−x) =

∫

F̂

f̂(χ)χ(x)dχ.

而由命题3.21.知 χF 诱导同构 F ∼= F̂ , 因而由 Haar 测度唯一性, 有 dχ = rdx, r 为常

数. 通过对 dx 进行调整, 不妨取 dx 为自对偶的, 即 dχ = dx.
ǭػ 3.23. 记 dxF 为 F 上相对于标准特征自对偶的 Haar 测度, 则 dxF 为 F 上

的标准测度 (Standard Measure).
因此, 给定 F 上一个自对偶的 Haar 测度 dxF , 有傅里叶逆变换公式成立:

f(xF ) =
ˆ̂f(−xF ) =

∫

F

f̂(yF )χF (yFxF )dyF . f ∈ L1(F ), f̂ ∈ L1(F ) (3.2)

可以证明, 局部域 F 上的标准测度为:

• 如果 F = R 或 C, 则 dxF 为 Lebesgue 测度.

• 如果 F ∼= Kv 是非阿基米德的, 赋值环为 Ov, 那么定义

D = {x ∈ Kv : Tr(xy)在F0的赋值环中, 对所有的y ∈ Ov}−1,

可以证明 D 为 Ov 中的一个理想. 标准测度 dxF 为使得 Vol(Ov) 取值 #(Ov/D)−
1
2

的测度.

2.3 Schwartz-Bruhat Ꮁ̾

ǭػ 3.24. 对于 Rn, 如果 f 满足 f ∈ C∞(Rn), 且对任何 α, β ∈ Nn, f 的导数成立
sup
x∈Rn

∣∣∣∣x
αd

βf(x)

dxβ

∣∣∣∣ < +∞, 则称其为 Rn 上的 Schwartz 函数. 将 Rn 上所有的 Schwartz
函数记为 S(Rn).

通过 Rn 上傅里叶变换的理论, 可以知道对于 f ∈ S(Rn), 有 f̂ ∈ S(Rn), 且傅里叶

逆变换的成立说明 Schwartz 函数在傅里叶变换下不变.
ǭػ 3.25. (ʾથᎱ̾) 对于一个非阿基米德的局部域 F , 由于 F 上的函数不能求

导, 如果 f : F → C 为局部常值的, 那么称 f 为 F 上的光滑函数 (Smooth Function).
将 F 上所有的光滑函数记为 C∞(F ).
ǭػ 3.26. (Schwartz-Bruhat Ꮁ̾) 对于局部域 F ,

• 若 F = R, C, f ∈ S(F ) ,
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• 若 F 是非阿基米德的, f ∈ C∞
c (F ) ,

则统称其为局部域 F 上的 Schwartz-Bruhat 函数. 将 F 上所有的 Schwartz-
Bruhat 函数记为 S(F ).
Єʚ 3.27. 对于一个非阿基米德的局部域 F , S(F ) 中的函数为形如 Dα(Dα 为 F

中紧开球) 函数的 C-线性组合.

证明. 对于 f ∈ S(F ), Suppf 被紧开球 {Di}ni=1 覆盖, f 在 Di 上为常值 ci, 注意到在 F

的拓扑中任何相交的开球必然相互包含, 合并得到

f =
m∑

j=1

cj Dj .

Єʚ 3.28. 对于一个局部域 F , 取标准测度 dxF 使得傅里叶逆变换成立, 那么对
于 f ∈ S(F ), 有 f̂ ∈ S(F ).

证明. 只需要对 F 为非阿基米德的局部域证明. 此时 F = Kv, 有赋值环 Ov.
断言: 如果 f = Ov , 那么 f̂ = Vol(Ov)f .

证明. 对于

f̂(χ) =

∫

Kv

f(x)χ(x)dx =

∫

Ov

χ(x)dx,

若 χ|Ov ̸= 1, 则存在 y0 ∈ Ov 使得 χ(y0) ̸= 1. 那么

f̂(χ) =

∫

Ov

χ(x)dx

=

∫

Ov−y0

χ(x+ y0)d(x+ y0)

= χ(y0)

∫

Ov

χ(x)dx,

这说明 f̂(χ) = 0.
而对于 χ|Ov = 1, f̂(χ) = Vol(Ov), 这说明 f̂ = Vol(Ov) O⊥

v
.

由于一般的 f 为 Dα(Dα 形如 y + πnOv, y ∈ Kv, π 为 Ov 中素理想 pv 的一致化

子) 的 C-线性组合, 其证明是类似的, 可以参考 [9, P141-144](该证明只对 Qp 证明, 但

事实上适用于所有非阿基米德的局部域).

Єʚ 3.29. 对于局部域 F 上的 Schwartz-Bruhat 函数 f, g, 有

f̂ ∗ g = f̂ ĝ. (3.3)
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证明. 可以直接证明.

f̂ ∗ g(z) =
∫

F

f(y)g(x− y)dy χF (zx)dx

=

∫

F

f(y)g(x)χF (zx+ zy)dydx x− y替代x

=

∫

F

f(y)χF (zy)dy

∫

F

g(x)χF (zx)dx Fubini 定理

= f̂(z)ĝ(z).

ǭػ 3.30. (Schwartz-Bruhat Ꮁ̾ʵፆ) 对于一个阿基米德的局部域 F , 有一列
{fn} ⊂ S(F ), f ∈ S(F ), 如果 fn, f 的支集都包含在同一个紧集当中, 有

dαfn
dxα

⇒ dαf

dxα
, ∀α ∈ Ni, i = 1, 2

则称 {fn} 收敛于 f .
对于一个非阿基米德的局部域 F , 有一列 {fn} ⊂ S(F ), f ∈ S(F ), 如果存在 a, b ∈

F , fn, f 的支集都包含在同一个紧集 aOv 当中, 且 aOv 为 bOv-不变的, 有

fn(x) → f(x), ∀x ∈ F

则称 {fn} 收敛于 f .
Єʚ 3.31. 对于一个局部域 F , 傅立叶变换 F : S(F ) → S(F ) 是同胚映射, 即 F

与 F−1 均连续.
我们略去证明, 具体可以参考 [11, Theorem 3.2].
Schwartz-Bruhat 函数是对 Schwartz 函数定义的延拓, 也是我们将要做变换的主要

对象.

2.4 મǈЙػᎱ̾

这一小节讨论的结论对于 Rn 都成立, 因此只对 F 是非阿基米德的局部域进行证

明.
ǭػ 3.32. 对于一个局部域 F , 其上的缓增广义函数 (tempered distribution) 为

S(F ) 的连续线性泛函全体. 将 F 上所有的缓增广义函数记为 S ′(F ).
ǭػ 3.33. (મǈЙػᎱ̾ʵፆ) 如果有一列 {Fn} ∈ S ′(F ), F ∈ S ′(F ), 对于所有

的 f ∈ S(F ) 有

Fn(ϕ)→ F (ϕ),对所有的ϕ ∈ S(F ),

则称 {Fn} 在缓增广义函数的意义下收敛于 F .
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对于光滑函数 ϕ ∈ C∞(F ), f ∈ S(F ), 如果定义

ϕ(f) :=

∫

F

ϕ(x)f(x)dx, (3.4)

则有光滑函数全体 C∞(F ) ⊂ S ′(F ).
对于 F 上的 Schwartz-Bruhat 函数 f 与光滑函数 ϕ 有

(ϕ ∗ f)(x) =
∫

F

ϕ(y)f(x− y)dy,

若将 ϕ 看作缓增广义函数, 定义符号 Ly, Ly 作用在 f 上成立

Lyf(x) = f(x− y).

又定义符号 θ, θ 作用在函数 f 上成立

θf(x) = f(−x),

则上式可以写成

(ϕ ∗ f)(x) = ϕ(Lxθf). (3.5)

由于此时 ϕ ∗ f 也为光滑函数, 也可以看作缓增广义函数, 则

(ϕ ∗ f)(g) = ϕ(θf ∗ g). g ∈ S(F )

ǭػ 3.34. (મǈЙػᎱ̾ਲϗ) 对于一个局部域 F , u ∈ S ′(F ), f ∈ S(F ), 定义
u ∗ f 为

(u ∗ f)(g) := u(θf ∗ g). g ∈ S(F )

可以看出, 如果该缓增广义函数 u 为一个函数 ϕ, 那么缓增广义函数卷积与通常的

函数卷积相容.
注意到由 Fubini 定理, 对于 f, g ∈ S(F ) 有乘法等式 (multiplication identity) 成立:

∫

F

ϕ̂(x)f(x)dx =

∫

F

ϕ(x)f̂(x)dx. (3.6)

ǭػ 3.35. (મǈЙػᎱ̾Ā໶Ӑ࣭Ȼҕ) 对于一个局部域 F , u ∈ S ′(F ), 定义 û

为

û(f) = u(f̂), f ∈ S(F ).

可以看出, 由于 F 为 S(F ) 上的拓扑同构, û 仍属于 S ′(F ), 并且 F : S ′(F )→ S ′(F ) 在

缓增广义函数的意义下连续.
ȗڇ 3.36. (p-ɘ̈Ǖ) 对于一个非阿基米德的局部域 F , f ∈ S(F ), ϕ ∈ C∞(F ),

有

ϕ̂f = ϕ̂ ∗ f̂ .
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证明. 取 {Uα} 为 Kv 中所有越来越大的紧开子群, 将 ϕ 看作缓增广义函数, 因为对于

足够大的 Uα, 由于 f 是紧支的,
∫

Uα

ϕ(x)f(x)dx =

∫

Kv

ϕ(x)f(x)dx,

故而在缓增广义函数的意义下 Uαϕ→ ϕ. 由傅里叶变换的连续性,

lim
Uα

Ûαu = û. (3.7)

因此,

ϕ̂ ∗ f̂(x) = (ϕ̂)(Lxθf̂) (3.5)
= (lim

Uα
Ûαϕ)(Lxθf̂) (ϕ作为缓增广义函数)

= lim
Uα

( Ûαϕ)(Lxθf̂) (缓增广义函数收敛)

= lim
Uα

( Ûαϕ ∗ f̂)(x) (3.5)

= lim
Uα

Ûαϕf(x) ( Uαϕ作为 Schwartz-Bruhat 函数满足 (3.3))

= ϕ̂f(x). (F连续)

这一小节对缓增广义函数定义的运算是函数上运算的自然延拓, 因此如果将一个函

数看作缓增广义函数, 二者的理论是相容的.

ǉ 3 Ά Adèles ց

给定一个整体域 K, 我们记

• Kv 为 K 在位置 v 完备化得到的局部域,

• Ov 是 Kv 的赋值环或者 Kv 本身 (v 为阿基米德赋值),

• pv 为 Ov 的极大理想,

• kv 为剩余域 Ov/pv,

• | · |v 为正规化的绝对值.

在此基础上, K 的 Adèles 环将 K 在所有位置上完备化的信息都收集起来.
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ǭػ 3.37. (Adèles ց) 整体域 K 的 Adèles 环 (Adèles Ring)A 为 (Kv,Ov) 的限

制乘积 (restricted product), 即

A =
∏′

v∈MK

(Kv,Ov),

对于 A 中的元素
∏

v∈MK
xv, 只有有限个 xv ∈ Kv, 其余的 xv 均属于 Ov. 这也说明

A =
⋃

S⊂MK ,|S|<+∞

∏

v∈S

Kv

∏

v/∈S

Ov.

其中, AS 定义为

AS =
∏

v∈s

Kv

∏

v/∈S

Ov,

则

A =
⋃

S⊂MK ,|S|<+∞

AS.

对于 A 来说, K 以
∏

v k 的形式嵌入 A.
ǭػ 3.38. (Idèle (׻ 整体域 K 的 Idèle 群 (Idèle Group)I 为 (K×

v ,O×
v ) 的限制

乘积 (restricted product), 即
I =

∏′

v∈MK

(K×
v ,O×

v ),

对于 I 中的元素
∏

v∈MK
xv, 只有有限个 xv ∈ K×

v , 其余的 xv 均属于 O×
v . 这也说明

I =
⋃

S⊂MK ,|S|<+∞

∏

v∈S

K×
v

∏

v/∈S

O×
v .

其中, IS 定义为
IS =

∏

v∈s

K×
v

∏

v/∈S

O×
v ,

则

I =
⋃

S⊂MK ,|S|<+∞

IS.

可以直接验证 Idèles 群的另一等价定义是

I = A×.

对于 I 来说, K× 以
∏

v k 的形式嵌入 I.
Єʚ 3.39. A 是局部紧 Abel 群.
这是由于 AS 均为局部紧 Abel 群.
Єʚ 3.40. K 嵌入 A 的像是离散的, 仍把其记作 K, A/K 在商拓扑下是紧的.
我们略去证明, 具体可以参考 [6, P64]. 由此, 我们得到 Z ⊂ R 的类比 K ⊂ A.
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ǉ 4 Ά Adèles ցĘ໶ƀ࣭Ȼҕ

如无特别说明, A 指一个固定的整体域 K 上的 Adèles 环.

4.1 ԶѤ̖੟

给定整体域 K, A 上特征为 Kv 上特征拼成.
Єʚ 3.41. 我们有同构 Â ≃

∏′

v∈MK

(K̂v, K̂v/Ov), 由以下映射给出：

Â ≃
∏′

v∈MK

(K̂v, K̂v/Ov)

χ &→ (χ|Kv)∏
χv ←! (χv)

.

这也说明, A 上特征 χ 是给定 (χv) 拼成的, 其中 χv 为 Kv 上特征, 且除有限多个 v 外,
χv|Ov = 1.

我们略去证明, 具体可以结合 [6, Chapter.XV, Theorem 3.2.1] 与命题3.22.的证明.
ǭػ 3.42. 记 χ0 为诸 Kv 上标准特征 χKv 拼成的, 则 χ0 为 A 上标准特征 (Stan-

dard Character).
Єʚ 3.43. 对任何的 a ∈ I, 定义 χa(x) = χ0(ax), 那么有同构 A ∼= Â, 由以下映射

给出：
Ψ : A→ Â

a &→ χa.

我们略去证明, 具体可以参考 [6, Chapter.XV, Theorem 4.1.1].
Єʚ 3.44. A 上标准特征 χ0 满足 χ0|K = 1.
我们略去证明, 具体可以参考 [6, Chapter.XV, Theorem 4.1.5].
Єʚ 3.45. 由命题3.43., 有局部紧 Abel 群同构 K ∼= K⊥:

Φ : K → Â/K ∼= K⊥

a &→ χa.

我们略去证明, 具体可以参考 [6, Chapter.XV, Theorem 4.1.4].
命题2.32.与命题3.45.说明正合列

1→ K
i→ A p→ A/K → 1, (3.8)

与正合列

1→ Â/K → Â→ K̂ → 1 (3.9)

是同构的.
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4.2 ԶѤԏʇ

ǭػ 3.46. 记 dx =
∏

dxKv , 对 A 中所有开集
∏

Uv 有
∫

∏
Uv

dx =
∏∫

Uv

dxKv ,

则 dx 为 A 上标准测度 (Standard Measure).
Єʚ 3.47. 在标准测度下, 成立 Vol(A/K) = 1.
我们略去证明, 具体可以参考 [7, Proposition 5.5].

4.3 Schwartz-Bruhat Ꮁ̾

ǭػ 3.48. 对于一个 Adèles 环 A, 如果对于有限个位置 v 取 fv ∈ S(Kv), 其余的
位置取 f = Ov , 那么

∏
fv : A → C 为 A 上一个定义好的函数. 如果 A 上一个函数 f

为有限个这样的函数的 C-线性组合, 则称其为 A 上的 Schwartz-Bruhat 函数. 将 A
上所有的 Schwartz-Bruhat 函数记为 S(A).
Єʚ 3.49. 对于一个 Adèles 环 A, 取标准测度 dx 使得傅里叶逆变换成立, 那么对

于 f ∈ S(A), 有 f̂ ∈ S(A).

证明. 不妨只考虑 f =
∏

fv 的情况, 对其做傅立叶变换相当于在每个位置 v 的分量上

做傅里叶变换.
对于一个局部域 F , 相对于其上的标准特征 χF 做傅立叶变换, 并取标准测度 dxF ,

由命题3.28.知上述 f̂ ∈ S(F ).
而对于 f = Ov , 由命题3.22.及标准测度的表达式知道在除了有限个位置 v 上都有

O⊥
v
∼= Ov 且 Vol(Ov) = 1, 即由命题3.28.的证明得到 f̂ = Ov .
故而 f̂ =

∏
f̂v, 诸 f̂v ∈ S(Kv), 且除了有限个位置之外 f̂v = Ov , 则 f̂ ∈ S(A).

4.4 Poisson ̂ŠȔК

ȗڇ 3.50. 对于一个 Adèles 环 A, 如果 f ∈ S(A), 那么
∑

κ∈K f(x + κ) 在紧集上

绝对且一致收敛为一个 K-周期函数.
我们略去证明, 具体可以参考 [7, Lemma 5.6]
ǭȗ 3.51. (A ȠŢǘ K Ā Poisson ̂ŠȔК) 对于一个 Adèles 环 A, 如果

f ∈ S(A), 那么有 ∑

κ∈K

f(κ) =
∑

κ∈K

f̂(κ).
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证明. 这个定理可以直接由定理2.33.得到. 我们同样可以给出一个技巧性的证明, 与 R
相对于 Z 的 Poisson 求和公式可以给出的证明一样, 即对函数

F (x) :=
∑

κ∈K

f(x+ κ)

应用傅里叶逆变换公式.
由于 F 可以看作 A/K 上的函数, 那么 F̂ 作为 Â/K 上的函数, 由于同构 Â/K ∼= K

可以看作 K 上的函数. 对于 κ ∈ K,

F̂ (κ) =

∫

Â/K

∑

l∈K

f(x+ l)χ0(κx)dx

=
∑

l∈K

∫

Â/K
f(x+ l)χ0(κx)dx

∑

l∈K

f(x+ l)在紧集上绝对且一致收敛

=
∑

l∈K

∫

Â/K+l

f(x)χ0(κ(x− l))dx x+ l替代x

=
∑

l∈K

∫

Â/K+l

f(x)χ0(κx)dx χ0(−l) = 1

=

∫

A
f(x)χ0(κx)dx

= f̂(κ).

由傅里叶逆变换公式 (2.7)(注意到 F̂ = f̂ ∈ L1(K))

F (x) =
∑

κ∈K

F̂ (κ)χ0(κx),

令 x = 0 有 ∑

κ∈K

f(κ) =
∑

κ∈K

f̂(κ).



ǉ˗ˇ ȕơފѢझ

这一节中涉及的局部域上赋值均取为标准赋值, 因此有命题3.16.与乘法公式 (3.1)
成立.

ǉ 1 Ά ȕơจ˚

给定一个特征不为 2 的整体域 k, k 在每个位置 v 的完备化记为 kv. 在每个 kv

上取标准特征 χkv 与标准测度 dxkv 拼成 Ak 上的标准特征 χ1 与标准测度 dx1, 由命

题3.44.知 χ1|k 为 k 上平凡特征, 由命题3.47.知在标准测度下 Ak/k 的体积为 1.
现在, 考虑 K 为 k 的二次扩张, 对于 k 的一个位置 v 定义

Kv = K ⊗k kv,

由于 k 的位置 v 在扩张 K 中的不同分歧情况,

Kv
∼=

⎧
⎨

⎩
Kw (w|v, v不分歧)
∏

w Kw (w|v, v分歧)
,

即 Kv 在 v 不分歧的情况下为域, 否则仅为一个局部紧 Abel 群.
事实上, 如果 v 分歧, 由于 [K : k] = 2 =

∑
w|v

[Kw : kv], 那么有 w = v, Kw
∼= kv,

Kv
∼= kv×kv, 该同构是将 Kv 看作 kv[X] mod (X2− t), (t ∈ kv) 的 2 维 kv−向量空间.
由于 k 含 1 的 2 次根, 故而域扩张 K/k 是 Galois 的, 考虑非平凡 σ ∈ Gal(K/k),

在 K 上定义 k-二次型 ⟨−,−⟩, 使得对于 α, β ∈ K,

⟨α, β⟩ = TrK/k(ασ(β)) = ασ(β) + σ(α)β,

并延拓定义成 Kv 上的 kv-二次型, 使得对于 α̃ = α⊗ a, β̃ = β ⊗ b ∈ Kv

⟨α̃, β̃⟩ = TrKv/kv(α̃σ(β̃)) = ab⟨α, β⟩,

注意到此时的 σ 延拓定义在 Kv/kv 上, 可以看出 ⟨α̃, β̃⟩ = ⟨β̃, α̃⟩.
利用映射 Φ : x &→ χkv(⟨x,−⟩) 得到同构 Kv

∼= K̂v, 选取自对偶测度 dx, 则 Kv 上

Schwartz-Bruhat 函数的傅立叶变换为

f̂(x) =

∫

Kv

f(y)χkv(⟨x, y⟩)dy,

且有傅里叶逆变换公式成立.

26
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ǉ 2 Ά ȕơϱ̾œҘ

ǭػ 4.1. 对于 a ∈ k×
v , 定义 Kv 上的二次指数分布函数为

Sa(x) = χkv

(a
2
⟨x, x⟩

)
. (4.1)

二次指数分布函数是局部常值的, 因此可以被看作缓增广义函数, 以下两个引理蕴

含了二次互反律的核心.
ȗڇ 4.2. (p-ɘ̈Ǖ) 二次指数分布的傅立叶变换满足

Ŝa(x) = γ(a)S−a−1(x), (4.2)

其中

γ(a) = lim
Uα

∫

Uα

χkv

(a
2
⟨y, y⟩

)
dy, (4.3)

{Uα} 为 Kv 中所有越来越大的紧开子群.

证明. 如果将 Sa 看作缓增广义函数, 那么

Ŝa(f) = Sa(f̂) =

∫

Kv

Sa(x)f̂(x)dx.

由于 f̂ 仍为 Schwartz-Bruhat 函数, 因此对于 Kv 中足够大的紧开集 U , 有
∫

Kv

Sa(x)f̂(x)dx =

∫

Kv

Sa(x) U(x)f̂(x)dx.

此时, Sa U 为紧支集光滑函数, 即成为了一个 Schwartz-Bruhat 函数, 因此由乘法等式

(3.6) 有

Ŝa(f) =

∫

Kv

Ŝa U(x)f(x)dx.

考虑

Ŝa U(x) =

∫

U

Sa(y)χkv(⟨x, y⟩)dy,

因为 χkv(⟨x, y⟩) = χkv(⟨y, x⟩), 故有

Ŝa U(x) =

∫

U

χkv(
a

2
⟨y, y⟩ − 1

2
⟨x, y⟩ − 1

2
⟨y, x⟩)dy,

=

∫

U

χkv(
a

2
⟨y − a−1x, y − a−1x⟩ − a−1

2
⟨x, x⟩)dy.

对于固定的 a, 上述积分中用 y + a−1x 替换 y 做变量平移得到

Ŝa U(x) =

∫

U

χkv(
a

2
⟨y, y⟩ − a−1

2
⟨x, x⟩)dy (U为紧开子群)

= S−a−1(x)

∫

U

χkv(
a

2
⟨y, y⟩)dy,
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即由 (3.7) 有

Ŝa(x) = S−a−1(x) lim
Uα

∫

Uα

χkv(
a

2
⟨y, y⟩)dy.

ȗڇ 4.3. 如果有一个 Kv 上的 Schwartz-Bruhat 函数 f , 对于 a ∈ k∗
v , x ∈ Kv, 有

(Sa ∗ f)(x) = Sa(x)Ŝaf(ax). (4.4)

证明. 由命题2.28.有

(Sa ∗ f)(x) = (f ∗ Sa)(x) =

∫

Kv

Sa(x− y)f(y)dy

=

∫

Kv

χkv(
a

2
⟨x, x⟩ − a⟨x, y⟩+ a

2
⟨y, y⟩)f(y)dy

= Sa(x)

∫

Kv

χkv(⟨ax, y⟩)Sa(y)f(y)dy

= Sa(x)Ŝaf(ax).

ǉ 3 Ά ȕơࣨ̾৐৕฼̸ȉٲˌϗœ

ǭػ 4.4. 如下定义二次范数剩余符号 νv : k×
v → ±1:

νv(a) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 Kv不是一个域

1 Kv是一个域且a为Kv中某元素的范数

−1 其余情况

.

事实上, 如果 Kv 是 kv 的可分二次扩张, 那么 K 在 v 不分歧, k×
v 中 Kv 的范数构

成 k×
v 中指标为 2 的子群, 因此二次范数剩余符号 νv 是一个群同态.
ȗڇ 4.5. (p-ɘ̈Ǖ) 对于 (4.3) 中的 γ 有

γ(a) = νv(a)|a|−1
kv
γ(1). (a ∈ k×

v ) (4.5)

证明. 由定义, 有

γ(a) = lim
Uα

∫

Uα

χkv(ayσ(y))dy.

如果 a 是一个局部范数, 例如 a = x0σ(x0), 那么在上式中用 yx−1
0 替换 y 得到

γ(a) = |x0|−1
Kv

lim
Uα

∫

x0Uα

χkv(yσ(y))dy, x0Uα仍为一个紧开子群



第四章 二次互反律 29

由于我们采用的是正规化的赋值, 因此成立

|a|kv = |x0σ(x0)|kv = |x0|Kv ,

故而此时 (4.5) 成立.
如果 a 不是一个局部范数, 那么只有可能在 Kv 是一个域的情况下, 用 Θ 表示 K×

v

中范数为 1 的子群, 它是紧的. 如果令 Uα 为越来越大的 Θ-不变的紧开子群, 那么有

γ(a) = lim
Uα

∫

Uα

χkv(ayσ(y))dy

= lim
Uα

∫

Uα/Θ

∫

Θ

χkv(ayθσ(θ)σ(y))dθdy (商积分公式)

= lim
Uα

∫

Uα/Θ

χkv(ayσ(y))dy. (取子群测度使得Vol(Θ) = 1)

注意到 K×
v /Θ 在范数映射下同构于其在 k×

v 中的像, 且

d×y = |y|−1
Kv

dy, d×b = |b|−1
kv
db

为 K×
v /Θ, k×

v 上与范数映射相容的乘性 Haar 测度, 那么

γ(a) = lim
Uα

∫

Uα/Θ

χkv(ayσ(y))dy

= lim
U ′
α

∫

U ′
α/Θ

χkv(ayσ(y))|y|Kvd
×y (U ′

α = Uα\{0})

= lim
Vα

∫

Vα

χkv(ab)|b|kvd×b, (Vα = Nr(U ′
α))

将 b 用 ba−1 代替有

γ(a) = |a|−1
kv

lim
Vα

∫

aVα

χkv(b)|b|kvd×b.

由于 Kv 的范数构成 k×
v 中指标为 2 的子群, 且 a 不为局部范数, 那么

(
lim
Vα

∫

Vα

+ lim
Vα

∫

aVα

)
χkv(b)|b|kvd×b = lim

Wα

∫

Wα

χkv(b)|b|kvd×b, (忽略{0}做积分)

Wα 跑遍 kv 中一族越来越大的紧开子群 (加性子群). 类似于命题3.28.中的证明, 由于

χkv 在非常大的子群 Wα 上非平凡, 选取 b0 ∈ Wα 使得 χkv(b0) ̸= 1, 通过变量代换有

lim
Wα

∫

Wα

χkv(b)|b|kvd×b = lim
Wα

∫

Wα

χkv(b)db = 0. (4.6)

那么

lim
Vα

∫

aVα

χkv(b)|b|kvd×b = − lim
Vα

∫

Vα

χkv(b)|b|kvd×b,

则说明

γ(a) = −|a|−1
kv
γ(1) = νv(a)|a|−1

kv
γ(1).
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ǉ 4 Ά ȕơࣨ̾৐৕฼̸ĀފѢझ

ǭػ 4.6. 对于 a = (av) ∈ Ik, 整体范数剩余符号

νK/k(a) =
∏

v

νv(av).

ǭȗ 4.7. (ȕơࣨ̾৐৕฼̸ĀފѢझ) 整体的范数剩余符号在 k× 上平凡.

证明. 整体的结论需要使用整体的结论, 证明中使用了 Poisson 求和公式. 对于 f ∈
S(AK), a ∈ k×, x = {xv} ∈ AK , 记 (4.1) 中的 Sa 为 Sv

a , (4.3) 中 γ 为 γv, 令

γ(a) =
∏

v

γv(a)

且

Sa(x) =
∏

v

Sv
a(xv),

引理4.5仍然成立. 如果 x = {x} ∈ K, 那么

Sa(x) =
∏

v

χkv(aNrK/kx),

χ0 =
∏

v χkv 在 K 上平凡, 故 Sa 在 K 上平凡. 有

∑

x∈K

f(x) =
∑

x∈K

Sa(x)f(x)

=
∑

x∈K

Ŝaf(x) (Poisson 求和公式)

=
∑

x∈K

Ŝa(x) ∗ f̂(x) (命题3.36.)

= γ(a)
∑

x∈K

(S−a−1 ∗ f̂(x)) (引理4.2.)

= γ(a)
∑

x∈K

S−a−1(x)Ŝ−a−1 f̂(−a−1x) (引理4.3.)

= γ(a)
∑

x∈K

Ŝ−a−1 f̂(−a−1x), (S−a−1|K = 1)
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由 Poisson 求和公式, 上式为

∑

x∈K

f(x) = γ(a)
∑

x∈K

S−a−1(−a−1x)f̂(−a−1x)

= γ(a)
∑

x∈K

S−a−1(x)f̂(x) (−ax替代x)

= γ(a)
∑

x∈K

f̂(x) (S−a−1|K = 1)

= γ(a)
∑

x∈K

f(x). (Poisson 求和公式)

因此得到
∑

x∈K

f(x) = γ(a)
∑

x∈K

f(x). 总可以选取合适的 f 使得

∑

x∈K

f(x) ̸= 0,

故而得到

γ(a) = 1 (对所有的a ∈ k×).

因此, 对于 a ∈ k× 有

1 = γ(a) =
∏

v

γv(a)

=
∏

v

|a|−1
kv
νv(a)γv(1) (引理4.5.)

=
∏

v

νv(a)γv(1) (乘法公式)

= ν(a)γ(1) = ν(a). (γ(1) = 1)

这说明 ν 在 k× 上平凡.

ǉ 5 Ά ȕơ Hilbert ฼̸ĀފѢझ

ǭػ 4.8. 对于 a, b ∈ kv, 二次 Hilbert 符号

(a, b)v

⎧
⎨

⎩
1 ax2 + by2 = z2在kv中有非平凡解

−1 其余情况
.

ǭȗ 4.9. (Hilbert ฼̸ĀފѢझ) 对于 a, b ∈ k×,
∏

v

(a, b)v = 1. (4.7)
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证明. 证明使用了二次范数剩余符号在 k× 上平凡的结论.
首先, 如果 a 或 b 为 k 中平方数, 那么

ax2 + by2 = z2

在 k 中有非平凡解, 自然在每个 kv 中都有非平凡解, 则 (a, b)v = 1, 有
∏

v(a, b)v = 1.
如果 a,b 之一不是 k 中平方数, 不妨假设是 b, 令 K = k(

√
b), 那么可以将每个位置

v 处的方程写为

ax2 = z2 − bx2 = NrKv/kv(z + y
√
b). (4.8)

对于 k 的每个位置 v, 其在 K 中的分裂情况可能不同:

• v 在 K 中分歧, 分裂成两个不同的位置, 使得 Kv 不是域, 范数映射 NrKv/kv :

Kv → kv 是满射, νv ≡ 1.

• v 在 K 中不分歧, 使得 Kv 是域, 那么方程 (4.8) 中只有 x ̸= 0 才可能有非平凡解.
将方程改写为

a = NrKv/kv(z
′ + y′

√
b),

这说明方程有非平凡解当且仅当 a 是 Kv 中某元素的范数.

以上讨论说明 (a, b)v 的值与 νv(a) 相对于域扩张 K(
√
b)/k 的值相等. 因此, 由二次范

数剩余符号的互反律有
∏

v(a, b)v =
∏

v νv(a) = 1.

ͩ 4.1 事实上, 我们证明了一个更强的局部结论: 对任何 a, b ∈ k×
v , 二次 Hilbert

符号 (a, b)v 的值等于 νv(a) 相对于域扩张 kv(
√
b)/kv 的值, 只要在 b 为 kv 中平方数时,

将 kv(
√
b) 看作

kv[X] mod (X2 − b),

即为一个 2 维 kv-向量空间.

ǉ 6 Ά ȕơފѢझ

这一节从定理4.9.推出经典版本的二次互反律. 我们将会给出二次互反律主要部分

和补充部分的陈述, 但只对主要部分进行证明. 记整体域 k 的整数环为 o.
ǭػ 4.10. (ȕơ฼̸) 对于 k 的一个非阿基米德的位置 v, a ∈ o, 二次符号

(a
v

)

2
=

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1 (amod v为非零平方数)

0 (a ≡ 0mod v)

−1 (amod v为非零非平方数)

,
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其中, amod v 为 a 在 ov 中展开式

a =
∞∑

n!0

anπ
n

的零阶系数 a0 ∈ fv.
由于每个非阿基米德的位置 v 由 o 中的素理想 P 诱导, 如果 P 由 π ∈ o 生成, 此

时也可以说 v 是 π 生成的, 将
(x
v

)

2
写作

(x
π

)

2
.

如果一个非阿基米德的位置 v 的剩余类域是 Fp 的有限扩张, p 为奇数, 则称位置 v

是奇的 (odd), 否则是偶的 (even). 对于一个阿基米德的位置 v, 由于其没有有限剩余类

域, 则称其为无限的 (infinite).
ǭȗ 4.11. (ȕơފѢझĀǂđˌœ) 如果 π 和 ϖ 生成两个不同的奇位置,那么有

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
=

∏

v

(π,ϖ)v, (4.9)

其中 v 跑遍所有的偶位置或无限的位置, (−,−)v 为 Hilbert 符号.
ǭȗ 4.12. (ȕơފѢझĀ֦ۙˌœ) 如果 π 生成一个奇位置 v, α ∈ o 在 ov 中为

单位, 那么 (α
π

)

2
=

∏

v

(π,α)v, (4.10)

其中 v 跑遍所有的偶位置或无限的位置,也跑遍所有使得 α在 ov 中不为单位的奇位置.

主要部分的证明. 断言: 对于 π, ϖ 生成两个不同的奇位置, 有

(π,ϖ)v =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

(
ϖ
π

)
2

v由π生成
(
π
ϖ

)
2

v由ϖ生成

1 v为其余不同的奇位置时

.

证明. 对于 v 由 π 生成的情况, 假设方程

πx2 +ϖy2 = z2

在 kv 中有非平凡解 (x0, y0, z0), 这说明

min{1 + 2v(x0), 2v(y0)} = 2v(z0),

由奇偶性知 k = v(y0) = v(z0) " v(x0). 因此, π−k(x0, y0, z0) 仍为方程的非平凡解, 且此

时

ϖ ≡
(
z0
y0

)2

mod v,
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即 (π,ϖ)v =
(
ϖ
π

)
2
= 1.

另一方面, 如果 ϖ mod v 为平方数, 即存在 α0 ∈ kv 使得 α2
0 ≡ ϖ mod v. 那么由

Hensel 引理, 令 f(x) = x2 −ϖ, 此时 α0 满足

|f(α0)|v = |ϖ − α0|v " (#fv)
−1 < |f ′(α0)|2v = |2α0|v = 1,

由序列

αi+1 = αi −
f(αi)

f ′(αi)
, i ∈ N

收敛到 f 的根 α ∈ kv. 因此方程在 kv 中有非平凡解 (0, 1,α). 此时
(
ϖ
π

)
2
= (π,ϖ)v = 1.

对于 v 由 ϖ 生成的情况是类似的.
考虑 v 为其余不同的奇位置时, 如果 ϖ 为 kv 中的平方数, 那么方程有非平凡解

(0, 1,
√
ϖ), (π,ϖ)v = 1.

如果 ϖ 不为 kv 中的平方数, 那么 k(
√
ϖ) 为 k 的二次扩张, 且在 v 处不分歧, 可以

证明任何 kv 中的单位都是 kv(
√
ϖ) 中某单位的范数, 即存在 y0, z0 ∈ kv 成立

π = Nrkv(√ϖ)/kv(z0 + y0
√
ϖ) = z20 −ϖy20.

这说明 (π,ϖ)v = 1.

因此, 由 Hilbert 符号的互反律有

∏

v

(π,ϖ)v =
( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2

∏

v偶或无限

(π,ϖ)v = 1,

由于
∏

v偶或无限

(π,ϖ)v 只可能取值 ±1, 故而
∏

v偶或无限

(π,ϖ)2v = 1, 有

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
=

∏

v偶或无限

(π,ϖ)v.

补充部分的证明. 只需要证明断言: 对于 π 生成一个奇位置 v, α ∈ o 在 ov 中为单位,

(π,α)v =

⎧
⎨

⎩

(
α
π

)
2

v由π生成

1 v为其余使得α ∈ ov为单位的奇位置
.

讨论是完全类似的,



ǉͅˇ ૼŔȉˆů

这一节从定理4.11.推出经典的、与素数 (而非素理想) 相关的二次互反律.

ǉ 1 Ά Gauss ȕơފѢझ

ૼŔ 5.1. (Gauss ȕơފѢझ) 给定两个不同的奇素数 p, q ∈ Z, 有
(
q

p

)

2

(
p

q

)

2

= (−1)
(p−1)(q−1)

4 . (5.1)

证明. 由定理4.11.有 (
q

p

)

2

(
p

q

)

2

= (p, q)2(p, q)∞.

由于 Q∞ ∼= R,
px2 + qy2 = z2 (5.2)

显然在 R 中有非平凡的解, 那么 (p, q)∞ = 1, 则得到
(
q

p

)

2

(
p

q

)

2

= (p, q)2,

其中 (p, q)2 代表方程 (5.2) 在 Q2 中有无非平凡解的情况.
事实上, 如果方程 (5.2) 有非平凡解, 可以通过在等式两边乘以 22k,k ∈ Z 使得解在

Z2 中, 且 max{|x|2, |y|2, |z|2} = 1. 由于 Z2 中平方数都形如 4l(1 + 8Z2),l ∈ Z, 则平方数

模 8 取值为 0, 1, 4, 经过简单计算即有

px2 + qy2 = z2

的解为 p ≡ 1 mod 8, q ≡ 1 mod 8 或 p, q mod 8 分别为 3, 5, 那么有 (p, q)2 = 1 =

(−1)
(p−1)(q−1)

4 .

另一方面, 若 (−1)
(p−1)(q−1)

4 = 1, 则说明

(p− 1)(q − 1) ≡ 0 mod 8,

由于 p mod 8, q mod 8 取值为 1, 3, 5, 7, 故而要么二者之一取值为 1, 要么取值分别为

3, 5. 断言: 若整数 n ≡ 1 mod 8, 则其为 Z2 中的平方数.

35
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证明. 如果 n = 1 + 8a (a ∈ Z) 为 Z2 中的平方数, 那么存在 x ∈ Z2 使得

(1 + 2x)2 = n = 1 + 8a.

而由 Hensel 引理, 本原多项式 f(x) = x2+x−2a 在 Z2 中有解 α, 故而 n = (1+2α)2.

因此, 如果 p ≡ 1 mod 8, 方程 (5.2) 有非平凡解 (1, 0, (1 + 2
√
p)), q ≡ 1 mod 8 的

情况也一样, 有 (p, q)2 = 1. 对于最后一种情况, 不妨设 p ≡ 3 mod 8, q ≡ 5 mod 8, 则

有 q + 4p ≡ 1 mod 8, 故而方程 (5.2) 有非平凡解 (1, 2,
√
q + 4p), 有 (p, q)2 = 1.

因此, (p, q)2 = (−1)
(p−1)(q−1)

4 , 即得到 Gauss 二次互反律的经典结果.

ǉ 2 Ά Ꮁ̾ੜĘȕơފѢझ

ૼŔ 5.2. (Ꮁ̾ੜĘȕơފѢझ) 对于 Fq[T ], q 为奇数, 给定两个不同的首一不可
约多项式 π, ϖ ∈ Fq[T ], 有

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
=

(
−1
Fq

)(degπ)(degϖ)

2

, (5.3)

其中,
(
−1
Fq

)

2

的正负性取决于 −1 在 Fq 中是否为平方数.

证明. 首一不可约多项式 π,ϖ 生成素理想, 因此上式有意义. 注意到 q 为奇数, 因此

Fq(T ) 没有偶位置, 由定理4.11.的结论及上例的讨论有

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
= (π,ϖ)∞,

∞ 是 Fq(T ) 上唯一的无限位置:

Fq(T )→ [0,∞)

P &→ qdegP ,

Fq(T ) 在 ∞ 完备化得到 Fq((t∞)), t∞ = T−1, 赋值环为 Fq[[t∞]].
首先, 如果 π 或 ϖ 之一的 deg 为偶数, 不妨假设为 π, 那么

π = t− degπ
∞ (1 + t∞(· · · )),

由 Hensel 引理, 与定理4.11.中类似地证明 (1+ t∞(· · · )) 在 Fq[[t∞]] 中为平方数, 即 π 在

Fq((t∞)) 中是平方数, 方程

πx2 +ϖy2 = z2

在 Fq((t∞)) 中有非平凡解 (1, 0,
√
π), 这说明 (π,ϖ)∞ = 1.
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如果 π 和 ϖ 在 Fq((t∞)) 中都不为平方数, 即它们的 deg 为奇数, 那么不妨讨论方

程

t∞(x2 + y2) = z2

在 Fq((t∞)) 中有无非平凡解.
如果

√
−1 在 Fq((t∞)) 中, 那么 (1,

√
−1, 0) 为方程在 Fq((t∞)) 中的非平凡解.

如果
√
−1 不在 Fq((t∞)) 中, 如果方程有非平凡解 (x0, y0, z0), 那么 x2

0 + y20 实

际上是域扩张 Fq((T ))(
√
−1)/Fq((T )) 中元素 x0 +

√
−1y0 的范数, 该扩张在 ∞ 不分

歧. 因此 deg(x0 +
√
−1y0) = deg(x0 −

√
−1y0), 故 deg(x0 +

√
−1y0) 是偶数. 这说明

deg (t∞(x2
0 + y20)) 是奇数, 与 deg z20 为偶数矛盾, 因此方程在 Fq((t∞)) 中没有非平凡解.

综合以上讨论可以得到

( π

ϖ

)

2

(ϖ
π

)

2
=

(
−1
Fq

)(degπ)(degϖ)

2

.
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这里介绍一些正文中承认了的定理或引理.

Fubini ǭȗ

ǭȗ뻭 对于两个局部紧 Abel 群 A,B 及其上的测度 da, db, f 是 A× B 上的可测

函数, 如果 ∫

A

∫

B

|f(a, b)|db da或
∫

B

∫

A

|f(a, b)|da db

有限, 那么 ∫

A

∫

B

f(a, b)db da =

∫

B

∫

A

f(a, b)da db.

参考 [4, Appendix B.3].

œᓵǭȗ

ǭȗ뻭 如果 K/k 是整体域的有限可分扩张, v 为 k 的一个位置, 那么

K ⊗k kv ∼=
∏

w|v

Lw,

同构通过 x⊗ a &→ (xa, · · · , xa) 实现.
参考 [5, Ch2, 8.3].
ǭȗ뻭 如果 K/k 是整体域的有限可分扩张, v 为 k 的一个非阿基米德的位置, 那

么

[K : k] =
∑

w|v

[Kw : kv].

参考 [5, Ch2, 8.4].

Hensel ȗڇ

ȗ뻭(Henselڇ (ȗڇ 如果 K = (K, | · |) 是一个有非阿基米德赋值的完备域, A 是
它的赋值环 {a ∈ K||a| " 1}, 且 f(x) ∈ A[x]. 假设有 α0 ∈ A 使得

|f(α0)| < |f ′(α0)|2 .

38
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那么, 序列
αi+1 = αi −

f(αi)

f ′(αi)
, i ∈ N

收敛到 f 的一个根 α, 且 α 满足

|α− α0| "
|f(α0)|
|f ′(α0)|

< 1.

事实上, 这是 f 唯一一个满足此式的根.
参考https://math.berkeley.edu/~vojta/254a/ho4.pdf.
另有一个常用版本的 Hensel 引理:
ȗ뻭(Henselڇ (’ȗڇ 如果 K = (K, | · |) 是一个有非阿基米德赋值的完备域, A

是它的赋值环 {a ∈ K||a| " 1}, p 是 A 的素理想, k = A/p. 若 f(x) ∈ A[x], f ̸= 0

mod p,
f(x) ≡ ḡ(x)h̄(x) mod p,

ḡ(x), h̄(x) 在 k[x] 中互素, 那么

f(x) = g(x)h(x),

deg(g) = deg(ḡ), 且

g(x) ≡ ḡ(x) mod p, h(x) ≡ h̄(x) mod p.

参考 [5, Ch2, 4.6].

https://math.berkeley.edu/~vojta/254a/ho4.pdf
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